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Abstract. In this article, we present the semiotic problems of the representations of
infinite sets used in teaching practice, which arises from the teaching and learning
processes of the infinite sets, where students’ difficulties with regard to their cognitive
construction are highlighted. They are especially associate with the lack of semiotic
consciousness (conscious knowledge about the systems of representations that are
mobilized in mathematical activity) of teachers regarding the representations
established in the teaching of the infinite sets. In order to address this difficulty, it is
necessary to investigate and describe the semiotic problems of the representations of
the infinite sets in the teaching practice and in the textbooks.
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Sunto. In questo articolo si presenta la problematica semiotica nelle
rappresentazioni di insiemi infiniti usate nella pratica di insegnamento, che nasce dai
processi di insegnamento e apprendimento di insiemi infiniti, dove si evidenziano le
difficolta degli studenti per quanto riguarda la loro costruzione cognitiva. Cio €
legato soprattutto alla mancanza di coscienza semiotica (cioé la conoscenza
cosciente dei sistemi di rappresentazioni che si mobilitano nell attivita matematica)
degli insegnanti per quanto riguarda le rappresentazioni stabilite nell’insegnamento
di insiemi infiniti. Per far fronte a questa difficolta, e necessario indagare e
descrivere il problema semiotico delle rappresentazioni di insiemi infiniti
nell’insegnamento e nei libri di testo.

Parole chiave: insiemi infiniti, rappresentazione semiotica, insegnamento e
apprendimento.

Resumen. En este articulo se presenta las problemdticas semidticas en las
representaciones de los conjuntos infinitos presentadas en la prdactica docente, que
surge de los procesos de enserianza y aprendizaje de los conjuntos infinitos, donde se
evidencian dificultades en los estudiantes respecto a su construccion cognitiva. Esta
tematica esta asociada especialmente a la falta de conciencia semiotica (es decir el
conocimiento consciente sobre los sistemas de representaciones que se movilizan en
la actividad matematica) de los profesores respecto a las representaciones
establecidas en la ensefianza de los conjuntos infinitos. Para abordar esta dificultad,
es necesario indagar y describir las problematicas semioticas de las representaciones
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de los conjuntos infinitos a partir de la practica docente y del andlisis de los libros de
texto.

Palabras clave: conjuntos infinitos, representacion semiotica, enseflanza y
aprendizaje.

1. Premisa

En el proceso de ensenanza y aprendizaje de los conjuntos infinitos se
evidencia dificultades en los estudiantes respecto a su construccion cognitiva;
estas dificultades estan asociadas a la dificultad objetiva de los estudiantes
frente a le tematica del infinito (que constituye un obstaculo epistemoldgico)
como se concluye en las investigaciones de Fischbein, Tirosch y Hess (1979),
Duval (1983), Moreno y Waldegg (1991), Arrigo y D’Amore (1999, 2002),
Tsamir (2000), Arrigo, D’Amore y Sbaragli (2011), entre otros, y a la tematica
general de la formacion de una noética frente a representaciones semioticas
como es propuesto por Duval (1993, p. 38; la traduccion es en D’Amore,
2002): “(...) de un parte, el aprendizaje de los objetos matematicos sélo puede
ser un aprendizaje conceptual y, de otra parte, es sOlo a través de
representaciones semidticas que es posible una actividad sobre los objetos
matematicos” (paradoja de Duval), y que es consolidado por Duval (1995,
p- 15) con su hipotesis “no hay noesis sin semiosis”.

También se asocian a la falta de conciencia semidtica en las
representaciones elegidas por los profesores en la ensefianza y aprendizaje de
los conjuntos infinitos. Esta dificultad se empieza a evidenciar cuando los
profesores realizan las siguientes afirmaciones respecto a las representaciones
de los conjuntos infinitos:

Inv: (...) ;Tu crees que los elementos que forman el conjunto de los enteros son
mas, menos o el mismo nimero de los elementos que tiene el conjunto de los
naturales?

C: Obviamente son mas, estan ademas todos los negativos.

(...)

Inv: ;Esto lo presentas en clase?

C: Por supuesto que digo que los nimeros negativos siempre deben estar siempre
antes de los positivos. (Arrigo, D’Amore, & Sbaragli, 2011, p. 209)

Evidenciemos otro argumento de otro profesor al dar respuesta a la pregunta
“; Cuéntos son los numeros naturales: 0, 1, 2, 3, ...?”

F: Los nimeros naturales son infinitos, ya que un conjunto es infinito si esta
conformado por infinitos elementos y 0, 1, 2, 3, ... son infinitos. (Arrigo,

' El obstaculo epistemoldgico se propone desde la definicion dada por Brousseau (1983),
quien establece que “es un conocimiento estable que funciona bien en ambitos anteriores, pero
que crea problemas y errores cuando se le intenta adaptar a nuevas situaciones” (Arrigo,
D’Amore, & Sbaragli, 2011, p. 135).
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D’Amore, & Sbaragli, 2011, p. 215)

argumento que no presenta una construccion cognitiva correcta del objeto
conjunto infinito,” pero que muestra claramente la interpretacion que le esta
dando el profesor F a los puntos suspensivos en la representacion 0, 1, 2, 3, ...
como los infinitos elementos que conforman el conjunto.

También se puede destacar que los profesores, en los procesos de
ensefanza y aprendizaje de los conceptos matematicos, recurren a los textos
escolares de matematica como referentes para su planeacion y disefio de
actividades, aunque algunos profesores, al desconocer estos conceptos
matematicos (infinito, conjunto infinito) desde la epistemologia, la historia y
la semiotica, solo los asocian a la transposicion didactica elegida por el autor
de los libros de texto (Arrigo, D’Amore, & Sbaragli, 2011).?

Estos elementos que se han evidenciado respecto a la conceptualizacion de
los conjuntos infinitos por parte de los profesores a partir de la eleccion (que
no es univoca ni neutra) de representaciones de los conjuntos infinitos en su
enseflanza y aprendizaje, puede ser una causa de la falta de construccion
cognitiva del objeto matematico conjunto infinito por parte de los alumnos.
Por lo tanto, nos parece necesario estudiar y analizar con cuidado las
problemadticas semidticas en las representaciones de los conjuntos infinitos
presentadas en la practica docente.

2. Marco tedrico

En la investigacion se analiza, desde la historia de la matematica, los registros
de representacion semiotica que aparecen en la definiciones, presentaciones o
ilustraciones del concepto de los conjuntos infinitos en su aparicion y
evolucion. Para realizar este andlisis se tendrda como base los siguientes
documentos: el primer capitulo del libro de Arrigo, D’Amore y Sbaragli
(2011) y la historia de las matematicas de Heath (1921), de Boyer (1986), de
Campos (2008), entre otros estudiosos en este campo.

Es importante destacar que la epistemologia y la historia son significativos
para el desarrollo de la investigacion en educacion matematica, ya que “el
trabajo pionero de Guy Brousseau (...) nos ha ensefado que, cuando se debe
enfrentar la didactica de un cierto argumento, es necesario entrar en confianza
previamente con la historia del mismo y, mejor ain, con su epistemologia”
(Arrigo, D’ Amore, & Sbaragli, 2011, p. 10).

Con respecto a la didactica del infinito, son numerosas las investigaciones
porque sin duda esto es “uno de los temas mas comunes, sobre todo porque se

% Conjunto infinito se puede definir como: “Un conjunto S se denomina infinito si y solo si se
puede poner en correspondencia biunivoca con una de sus partes propias” (Arrigo, D’Amore,
& Sbaragli, 2011, p. 97). A esta definicion se le da el nombre de Galileo — Dedekind.

? Se presentaran dos ejemplos de este hecho en el problema de investigacion.
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hace evidente, a los ojos de un observador competente, la forma en que el
estudiante debe adaptar continuamente diferentes modelos y, en ocasiones, no
lo logra” (Arrigo, D’ Amore, & Sbaragli, 2011, p. 124), modelos que tampoco
son desarrollados por los profesores. Por lo tanto, se profundizara sobre las
convicciones de los profesores sobre el infinito, haciendo referencia a los
trabajos de Arrigo, D’Amore y Sbaragli (2011), las representaciones
semioticas de Duval (1995, 2006), Duval y Séaenz-Ludlow (2016) y de
D’Amore, Fandifio Pinilla y Iori (2013), los obstaculos epistemoldgicos y
didacticos de Arrigo y D’Amore (1999, 2002) y de Tsamir (2000), y los
obstaculos epistemoldgicos y la perspectiva socio-cultural de la matematica
D’ Amore, Radford y Bagni (2007).

Por ultimo, se examinara mas detalladamente el concepto de conviccion
para generar una definicion mas clara y pertinente para los fines de la
investigacion; actualmente la conviccion se aborda desde las concepciones
como es propuesto por Azcarate, Garcia y Moreno (2006), quienes sefialan que
las concepciones de los docentes consisten en la estructura que cada profesor
de matematica da a sus conocimientos para posteriormente ensefiarlos o
transmitirlos a sus estudiantes, y no desde la creencia, que es el modo de
conocimiento propio a la opinion (Duval, 2004). Pero es una definicion que se
debe detallar, a partir de los planteamientos propuestos por Ernest (1988),
Grossman, Wilson y Shulman (1992), Ponte (1994), Ruiz-Higueras (1994),
Moreno (2001), D’Amore y Fandifio Pinilla (2004), Pehkonen, Ahtee,
Tikkanen y Laine (2011) y Bohorquez (2016).

3. Problema de investigaciéon

En la practica docente se evidencian dificultades en los estudiantes respecto a
la construccion cognitiva de los conjuntos infinitos; €stas estdn asociadas a la
misma construccion cognitiva de los estudiantes y la concepcion errada de
algunos profesores de matematica, causas que ya fueron temas de muchas
investigaciones en el pasado, por lo cual nuestra atencion se dirige sobre todo
a la falta de conciencia semiotica en las representaciones elegidas por los
profesores en la ensefianza de los conjuntos infinitos y a las interpretaciones
que hacen los estudiantes de estas representaciones, como base de una
reflexion critica por parte de los profesores.

La dificultad que esta asociada a la falta de conciencia semidtica sobre las
representaciones establecidas en la ensefianza y aprendizaje de los conjuntos
infinitos, se empieza a evidenciar cuando los profesores generan argumentos
desde lo que ve en las representaciones y no desde la coordinacion de registros
de representaciones semidticas que son necesarias para la conceptualizacion
(Duval, 1993) de los conjuntos infinitos; en este caso el profesor al ver las
“siguientes representaciones graficas habituales que llevan a pensar, tanto a los
docentes como a los estudiantes, que el numero de enteros es el doble del
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numero de naturales” [o que el conjunto de los enteros tiene mas elementos
que el conjunto de los naturales]:
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(Arrigo, D’Amore, & Sbaragli, 2011, p. 222).

Examinemos una nueva evidencia de otro profesor; cuando se le pregunta si
hay mas nimeros pares o ntimeros naturales, el profesor responde: “A: (...)
todos los numeros [naturales] 0, 1, 2, 3, ... son el doble de los pares, porque
faltan los impares” (Arrigo, D’Amore, & Sbaragli, 2011, p. 209), lo que
genera el fenomeno de la dependencia, propuesto por Arrigo y D’Amore
(1999) al concebir como verdad absoluta el concepto euclidiano “El todo es
mayor que la parte”; en este caso vemos nuevamente una problematica con la
representacion y conceptualizacion de los conjuntos infinitos, ya que a una
mayor longitud del segmento debe corresponder una mayor cardinalidad del
conjunto de puntos (Fischbein, 1992, 2001).

Esta dificultad de la conciencia semidtica se agudiza mas cuando el
profesor al planear y disefiar actividades se encuentra con las siguientes
definiciones en los libros de textos.

Definicion en un libro para grado 8":

Los ntimeros naturales N, los enteros Z y los racionales Q, conforman, junto con
los irracionales I, el conjunto de los niumeros reales R.

Para entender como se relacionan los conjuntos de nimeros mencionados,
observemos el siguiente esquema:

(Duenas Pefa, Garavito Ramirez, & Lara De Méndez, 2008, p. 48)

En esta grafica se puede establecer que hay problemas en la representacion
semiotica que generan la no asociacion entre registros de representaciones y a
su vez la no asociacion de un registro de representacion con el objeto
matematico (Duval, 1995; Duval & Saenz-Ludlow, 2016). La definicion
propuesta se ubica en el registro de la lengua natural, pero los autores
presentan también el esquema que se ubica en una representacion auxiliar. Y
hay una evidente contradiccion entre las dos representaciones semioticas.
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Se propone un pasaje del registro de la lengua natural a una representacion
auxiliar; pero se puede observar que, en la representacion auxiliar, no se
representa lo que se establece en el registro de la lengua natural, ya que si
ubicamos una representacion hipotética de dos nimeros (puntos evidenciados)
en la representacion auxiliar donde estd la letra R, se puede establecer que en
esos lugares los numeros no pertenecen a @, ni a I, entonces surge la siguiente
pregunta: ;Qué numero se representaria en este lugar? Por lo tanto, lo que
tenemos en este ejemplo es un problema con la representacion auxiliar, la cual
no esta representando fielmente el objeto matematico de los niimeros reales,
en otras palabras, no se estd asociando al mismo objeto inaccesible (Duval,
1995, 2006; Duval & Saenz-Ludlow, 2016); en este caso no existe una
coordinacion de registros (Duval, 1995, 2006; Duval & Saenz-Ludlow, 2016).

Definicion en un libro para grado 11°:

El conjunto de los nimeros naturales lo representamos con N y esta formado por
los nimeros que se utilizan para contar, es decir, N= {1, 2, 3, ...}. A partir de los
numeros naturales es posible construir los nimeros enteros Z agregando el 0 y los
negativos de los niimeros naturales. De esta forma obtendremos Z = {..., -3, -2,
-1,0,1,2,3,...}.

Es posible representar estos nimeros en la recta numérica como muestra la figura:

N

>
>

A
Y

Al formar todos los posibles cocientes entre nimeros enteros obtenemos el
conjunto Q. Entonces Q={%:a,beZ,b¢ 0}. Los numeros racionales se

caracterizan porque su expresion decimal es finita o infinita periddica. Aquellos
nimeros cuya expresion decimal es infinita no periddica forman el conjunto de
los nimeros irracionales 1. Algunos ejemplos importantes de los numeros
irracionales son: w = 3,14159..., e = 2,71828...

Los numeros reales son el conjunto formado por la uniéon de los numeros
racionales y los irracionales R =QuI. (Moreno Trujillo, Roldan Jiménez, &
Romero Morales, 2011, p. 12)
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En esta definicion, se proponen las siguientes representaciones simbolicas:
N={1,2 3, ..} yZ={...,3,-2,-1,0, 1, 2, 3, ...}, y la siguiente
representacion grafica (la linea de los numeros naturales y enteros):

N

>
>

z

< >
< >

En estas dos representaciones se presentan problemas en su representacion; en
los registros de representacion simbolicas solo se presenta por parte de los
autores del libro el orden “natural” de los nimeros naturales y de los nimeros
enteros, lo que lleva a profesores y estudiantes a pensar que solo hay estas
representaciones graficas posibles y correctas del orden de N y de Z, como lo
afirma un profesor “estos nimeros tienen que ordenarse siempre asi” (Arrigo,
D’Amore, & Sbaragli, 2011, p. 209). Ademas, puede ser sustentado desde la
conviccion de algunos profesores cuando dicen que N tiene una sola direccion
hacia el infinito, mientras Z tiene dos direcciones, argumento que no es valido
y que depende de como eliges el orden y de codmo lo representas.

Esta aceptacion por parte de los profesores y estudiantes de una sola
representacion semiotica del orden que se considera unico, con sus problemas
de interpretacion, dejan de lado la representacion de otras formas de ordenar
los conjuntos de los niimeros naturales, enteros, racionales, irracionales y
reales. Por ejemplo, un orden del conjunto de los nimeros naturales puede
representarse asi:

N={...,54,0,1,6,8,...},N={0,3,7,2, ...}.

Los numeros enteros se pueden ordenar de las siguientes formas:
7=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,...},Z2=1{0,-1,1,-2,2,-3,3, ...},
Z=4{.,-3,0,-2,1,-1,3,2, ...}, etc.

En estas definiciones, los autores de los libros usan el término de infinito,
pero se le deja al profesor, al estudiante o al lector su conceptualizacion de
forma intuitiva. Ademas, esto se puede evidenciar cuando se presentan la
representacion de los nimeros naturales y enteros, asi: N= {1, 2, 3,4, 5, ...},
Z={...,-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ...}, y los ejemplos propuestos de
los nimeros racionales e irracionales, asi: 5,424424442..., nw~=3,14159...,
0,333...

Desde estas representaciones, surgen las siguientes preguntas de reflexion:
(Como los estudiantes interpretan los puntos suspensivos de la representacion
del conjunto de los nimeros naturales, enteros y de los ejemplos de los
numeros racionales e irracionales?, ;Qué interpretacion tienen los puntos
suspensivos para los estudiantes con respecto al infinito?

Con respecto al tema de los conjuntos infinitos, surgen las siguientes
preguntas: ;Qué representacion se propone en los libros de texto y en las
catedras de un conjunto infinito?, mas atn: ;Qué papel tiene la representacion
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semiotica en todo esto?, ;Como se pasa de la semiosis a la noesis? y ;Como se
puede interpretar en estas circunstancias la paradoja cognitiva de Duval?

A partir de las dificultades que estan asociadas a la falta de conciencia
semiotica sobre las representaciones establecidas en la ensefianza de los
conjuntos infinitos y desde las convicciones presentadas por los profesores de
los conjuntos infinitos, se plantea la siguiente pregunta de investigacion.

(Como los profesores cambian su conviccion sobre la representacion
semiotica de los conjuntos infinitos a partir de los resultados de entrevistas
hechas a estudiantes en las cuales se manifiestan faltas de construccion
cognitiva del objeto “conjunto infinito” debido a las elecciones semidticas del
profesor mismo?

4. Descripcion de la metodologia

Este trabajo se encuentra enmarcado en un enfoque de investigacion

cualitativa, de tipo descriptivo-comparativo, entendiendo el sentido de la

primera como la que “describe caracteristicas de un conjunto de sujetos o

areas de interés” (Tamayo, 2001, p. 66) y de la segunda como: “la actividad de

la razén que ponen en correspondencia unas realidades con otras para ver sus
semejanzas y diferencias” (Sierra Bravo, 1994, p.161). Desde estas
perspectivas, se pretende identificar, describir y analizar las causas del cambio
de conviccion de los profesores relativo a la eleccion de representaciones en la
ensefanza de los conjuntos infinitos a través de entrevistas hechas a sus
estudiantes, ya que éstas permiten comparar las realidades de lo aprendido por
parte de los estudiantes y lo ensefiado por parte de los profesores del objeto
matematico conjuntos infinitos a partir de la eleccion de representaciones.

Para establecer las causas del cambio de conviccion de los profesores, se
tendra en cuenta la siguiente opcion metodolodgica:

1. Se observara y grabara la eleccion de las representaciones semioticas
utilizadas por el profesor para la ensefianza de los conjuntos infinitos
(objeto matematico profesor) y se comparard con el objeto matematico
conjunto infinito que es construido y declarado por los estudiantes en su
entrevista.

2. A partir de la comparacion, se tomaran las frases y fragmentos de video de
las respuestas de los estudiantes, que evidencien la no construccion
cognitiva del objeto matematico conjunto infinito a partir de la eleccion de
representaciones semioticas propuestas por el profesor.

3. En la entrevista al profesor, se le haran preguntas relacionadas a esta
eleccion de representaciones semioticas para la ensefianza de los conjuntos
infinitos y se le mostraran las respuestas de los estudiantes (fragmentos de
video y frases), a partir de estas dos acciones en la entrevista, es que se
pueden evidenciar las posibles causas del eventual cambio de las
convicciones de los profesores sobre las representaciones semidtica
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utilizada para la ensefianza de los conjuntos infinitos.

5. Hipétesis

La conjetura que se establece para esta investigacion es la conceptualizacion
de los conjuntos infinitos por parte de los estudiantes, a partir del
conocimiento consciente sobre los sistemas de representaciones que se
movilizan en la actividad matematica (conciencia semidtica) generado por el
profesor y que se evidencia en la eleccion de las representaciones utilizadas
para la ensefanza y aprendizaje los conjuntos infinitos.

6. Conclusiones

Estos problemas que se presentan en las representaciones, aunque hayan sido
evidenciados por las investigaciones en didactica de la matematica, se siguen
presentando con profesores que actualmente estan en ejercicio y en formacion;
por lo tanto, es muy importante generar un cambio en la conciencia semiotica
sobre la eleccion de las representaciones utilizadas en la ensefianza de los
conjuntos infinitos.

Se destaca como elemento importante en la relacion con las problematicas
semioticas de la representacion semiotica de los conjuntos infinitos, el estudio
y andlisis critico que se debe realizar a los registros de representacion
semiotica en los textos escolares y universitarios, y a las practicas docentes al
ensefar los conjuntos infinitos, ya que: “la comprension conceptual, la
diferenciacion y el dominio de las diferentes formas de razonamiento (...)
estan intimamente ligados a la movilizacién y a la articulacion cuasi-
inmediatas de algunos registros de representacion semidtica” (Duval, 1995,
p. 18).

Los resultados que se esperan de esta investigacion son: a) caracterizar los
diferentes registros semidticos de representacion de los conjuntos infinitos a
partir de las practicas docentes, b) justificar la eleccion del profesor sobre los
diferentes registros semidticos utilizados en los procesos de ensefanza y
aprendizaje de los conjuntos infinitos y c) evidenciar la necesidad de
actualizacion de los profesores respecto a la didactica del infinito y
especificamente de las representaciones semioticas de los conjuntos infinitos.
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